Wann ist der Kafer erstmals in der gegeniiberliegenden Ecke?

NORBERT HENZE, KARLSRUHE, UND JUDITH SCHILLING, DARMSTADT

Zusammenfassung: Ein Kiifer beginnt eine geddicht-
nislose rein zufillige Irrfahrt entlang der Kan-
ten des Einheitsquadrates oder derjenigen des Ein-
heitswiirfels. Dabei startet er jeweils in der im Ur-
sprung des Koordinatensystems befindlichen Ecke.
Die Zufallsgrofie W bezeichne die Anzahl der Schrit-
te (Wanderungen entlang der Kanten), die der Kdfer
bendotigt, bis er erstmals in der jeweils gegeniiber-
liegenden Ecke angekommen ist. In diesem Aufsatz
bestimmen wir in beiden Fillen den Erwartungs-
wert und die Varianz sowie die Verteilung von W,
und wir gehen auch auf eine direkte Verallgemei-
nerung ein, bei der die Irrfahrt auf den Ecken des
d-dimensionalen Einheitswiirfels fiir d > 4 erfolgt.
Im Fall d = 4 kommt mit der erzeugenden Funkti-
on ein mdchtiges Werkzeug zum Einsatz. Jede Lehr-
kraft wird sehen, dass es duflerst lohnend ist, damit
einmal Bekanntschaft gemacht zu haben. Die Fragen
schlieflen direkt an einen kiirzlich erschienenen Auf-
satz von Lorenzen und Schmitz (2020) an.

1 Einleitung

In einem kiirzlich erschienenen Aufsatz betrachten
Lorenzen und Schmitz (2020) die Irrfahrt eines
Kafers auf dem Quadrat, dem Wiirfel und in hdheren
Dimensionen. Bezeichnet allgemein fiir d > 2

Qd:{(jl,...,jd)ZjKE{o,l} flll‘le,,d}

den d-dimensionalen Einheitswiirfel, so startet der
Kifer im Ursprung (0,...,0), und seine Schritte ent-
lang der Kanten von Q. erfolgen unabhingig von-
einander und jeweils mit gleicher Wahrscheinlich-
keit 1/d. Abb. 1 zeigt die Situation im Fall d = 3.
Hier sind bei jeder Position des Kafers drei gleich
wahrscheinliche Schritt-Richtungen moglich. Loren-
zen und Schmitz (2020) behandeln die Frage, mit
welcher Wahrscheinlichkeit der Kafer nach n Schrit-
ten in der gegeniiberliegenden Ecke (1,...,1) ange-
kommen ist. Allgemeiner kann man nach der zufalli-
gen Position des Kéfers nach n Schritten fragen.

In diesem Aufsatz geht es um ein Wartezeitproblem.
Betrachtet man das Ankommen des Kifers im Punkt
(1,...,1) als einen Treffer, so fragen wir nach der
Anzahl der Schritte, die der Kéafer benotigt, um erst-
mals einen Treffer zu erzielen. Deutet man die mogli-
chen 29 Positionen des Kifers als Zustinde, so bil-
det die Folge dieser Positionen eine Markov-Kette

mit Zustandsraum Q. Dabei sehen wir den Zustand
(1,...,1) als absorbierend an, stoppen also die Irr-
fahrt und damit die Markov-Kette, falls dieser Zu-
stand zum ersten Mal erreicht wird.

0,1,1) g (1,1,1)

(0,0,1)

(1,0,1)

® (1.1,0)

(0,0,0) (1,0,0)

Abb. 1: Irrfahrt auf den Ecken des Wiirfels entlang
jeweils drei gleich wahrscheinlicher Kanten

Im Folgenden bezeichne (unabhédngig von der Di-
mension d) W die zufillige Anzahl der Schritte, die
der Kéfer ausfiihrt, bis er erstmalig die gegeniiber-
liegende Ecke (1,...,1) erreicht. Zur Einstimmung
betrachten wir zuerst den Fall d = 2 und dann den
Fall d = 3. Zusitzliche Gesichtspunkte ergeben sich
im Fall hoherer Dimensionen, wobei die Fille d = 4
und d = 5 noch erschopfend behandelt werden.

2 Die Irrfahrt auf dem Quadrat

Als Einstieg diene der in Abb. 2 dargestellte Fall
d=2.
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Abb. 2: Irrfahrt auf den Ecken des Einheitsquadrates
entlang jeweils zwei gleich wahrscheinlicher Kanten

Nachdem der Kifer seinen ersten, rein zufillig
gewihlten Schritt ausgefiihrt hat, befindet er sich
entweder in der linken oberen Ecke (0,1) oder in
der rechten unteren Ecke (1,0). Unabhiingig davon
bringt ihn der néchste Schritt mit Wahrscheinlich-
keit 1/2 in die rechte obere Ecke (1,1), und mit
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Wahrscheinlichkeit 1/2 steht er wieder in seiner Aus-
gangsposition. Wir erhalten also die Gleichung

”W:”:;

Befindet sich der Kéfer nach zwei Schritten erneut
in der linken unteren Ecke, so geht alles (unbeein-
flusst von der Vorgeschichte) von neuem los, und die
Wahrscheinlichkeit, nach zwei weiteren Schritten die
rechte obere Ecke zu erreichen, ist gleich 1/2, und
somit gilt P(W = 4) = 1 /4. Damit allgemein das Er-
eignis W = 2k eintritt, muss der Kéfer k — 1 mal hin-
tereinander — wenn er in einer der beiden Ecken (1,0)
oder (0,1) angekommen ist — in die Ausgangsecke
(0,0) zuriickgeworfen werden, was unabhéangig von-
einander jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 passiert.
Beim k-ten Erreichen einer der beiden Ecken (1,0)
oder (0, 1) muss er aber Erfolg haben und seine Ziel-
Ecke erreichen, was ebenfalls mit der Wahrschein-
lichkeit 1/2 geschieht. Es gilt somit

1 k
P(W:2k):( > . k=1,2,...

oder gleichbedeutend

w 1\*

Die ZufallsgroBe W /2 hat also die gleiche Vertei-
lung wie die Anzahl der (je mit Wahrscheinlichkeit
1/2 einen Treffer ergebenden) Bernoulli-Versuche,
bis der erste Treffer auftritt. Diese Einsicht rithrt da-
her, dass der Kifer ja jedes Mal, wenn er wieder
im Ausgangspunkt startet, einen Schritt zuriickle-
gen muss, damit ein Bernoulli-Versuch einen Tref-
fer ergeben kann. Abb. 3 veranschaulicht die Situati-
on anhand des Ubergangsgraphen der Markov-Kette,
wobei die Zahlen an den Knoten die Hamming-
Abstande zum Zielpunkt (1, 1) angeben. Allgemein
ist der Hamming-Abstand zweier n-Tupel aus Ein-
sen und Nullen gleich der Anzahl der verschiedenen
Komponenten in beiden Tupeln. Der Knoten 1 steht
also fiir die beiden Ecken (1,0) und (0,1) und der
Knoten 2 fiir die Ausgangsecke (0,0).
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Abb. 3: Ubergangsgraph der Markov-Kette
(Hamming-Abstinde zu (1,1))

Die obigen Uberlegungen zeigen, dass man den Kno-
ten 1 weglassen kann und de facto der Ubergangs-
graph in Abb. 4 vorliegt, wobei der Weg von 2 nach
0 eben doppelt so lang ist wie der von 2 nach 1 oder
von 1 nach 0. Mit Wahrscheinlichkeit 1/2 bleibt man
im Startzustand, und mit Wahrscheinlichkeit 1/2 ist
man nach zwei Schritten im Zielzustand.

O I

Abb. 4: Reduzierter Ubergangsgraph im Fall d = 2

Abb. 5 zeigt das Stabdiagramm der Verteilung von
w.
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Abb. 5: Stabdiagramm der Verteilung von W (d = 2)

Den Erwartungswert von W kann man unter Verwen-
dung der Ableitung der geometrischen Reihe gemal

s - (1) -54(1)"
1

(1—x)?2 =4

x=1/2

ausrechnen, und mit der zweiten Ableitung der geo-
metrischen Reihe ergibt sich

) k
EWW —1)) = > 2k(2(k—1)+1) (;)

k=1

o0 1 k—2 o0 k
= Y k(k—

;Zz(k 1)<2> +k§2k<2>
2
(1 —x)3 k=172
= 16+4=20

und damit unter Verwendung der Linearitit des Er-
wartungswerts

V(W) = E(W?)—E(W)?
= EW?-W4+W)-EW)?
= EWW-1))+EW)-EW)*
8
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Einen Zugang zu den auftretenden Reihen auf Kurs-
stufenniveau findet man in Abschnitt 8 von Henze
(2018a).

3 Die Irrfahrt auf dem Wiirfel

In diesem Abschnitt wandert der Kéfer auf den Kan-
ten des Einheitswiirfels. Offenbar sind wie schon im
Fall d = 2 nicht die genauen Positionen (i, j2, j3)
des Kifers im Laufe der Irrfahrt relevant, sondern
nur deren jeweilige, in der Anzahl der Nullen im Tri-
pel (Jji,j2,j3) gemessene ,Entfernung zum Punkt
(1,1,1), also der Hamming-Abstand, sieche Abb. 6.

1 e 0

3 2
Abb. 6: Hamming-Distanzen zum Punkt (1,1,1)
Die relevanten Zustinde der Markov-Kette sind al-
so die Hamming-Distanzen 3, 2, 1 und 0 zum Punkt
(1,1,1). Abb. 7 zeigt den Ubergangsgraphen mit die-
sen Hamming-Distanzen als Knoten sowie Pfeilen,
die die moglichen Uberginge zwischen den Kno-
ten veranschaulichen, zusammen mit den jeweiligen

Ubergangswahrscheinlichkeiten.
; :

O—F—0O0——0O—F/0O

Abb. 7: Ubergangsgraph der Markov-Kette
(Hamming-Abstinde zu (1,1,1))

Offenbar kann die Anzahl W der Schritte bis zum ers-
ten Treffer, also der Absorption der im Knoten 3 star-
tenden Markov-Kette, nur jede der Zahlen 3,5,7...
mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen, und es
gilt (wie schon in Lorenzen und Schmitz (2020) mit
einem anderen Ansatz erhalten)

21 2
PW=3)=1-_-_= . 1
W=3)=1-3 =, (1)
Wir bestimmen zunédchst den Erwartungswert von W,
ohne die Verteilung von W zu kennen, und verwen-
den dazu die manchmal auch als Mittelwertregel (En-

gel (1976), S. 22) bezeichnete Formel vom totalen

Erwartungswert, siehe Henze (2018b), S. 214: Sind
Ay,..., A, paarweise unvereinbare Ereignisse, deren
(positive) Wahrscheinlichkeiten sich zu eins aufad-
dieren, so kann man den als existent angenommenen
Erwartungswert einer ZufallsgroBe X als gewichtete
Summe

E(X)= 2, P(A))-E(X]A)) 2

-

1

J

der bedingten Erwartungswerte von X unter der Be-
dingung, dass das Ereignis A; eintritt, erhalten. Dabei
sind die Gewichte gerade die Wahrscheinlichkeiten
der A;.

Um diese Formel nutzen zu kdonnen, gehen wir einen
kleinen Umweg und betrachten den mit E;(W) be-
zeichneten Erwartungswert von W unter der An-
nahme, dass die Irrfahrt im Zustand j startet, j €
{1,2,3}. Offenbar gilt dann E(W) = E3(W). Da wir
mit Wahrscheinlichkeit eins vom Zustand 3 in den
Zustand 2 gelangen, ergibt sich offenbar

E3(W) =1+ Ey(W). 3)

Dabei riihrt die Eins auf der rechten Seite des Gleich-
heitszeichens daher, dass wir den einen Schritt zéhlen
miissen, der uns vom Zustand 3 in den Zustand 2
bringt. Was passiert, wenn wir uns im Zustand 2
befinden? Jetzt gibt es zwei unvereinbare Ereignis-
se, deren Wahrscheinlichkeiten sich zu eins aufad-
dieren, namlich vom Zustand 2 aus in den Zustand
1 oder in den Zustand 3 zu gelangen. Gehen wir in
den Zustand 1 iiber, so haben wir einen mitzuzihlen-
den Irrfahrt-Schritt vollzogen, und aufgrund der sto-
chastischen Unabhingigkeit der einzelnen Irrfahrt-
Richtungen geht es dann mit einer im Zustand 1 star-
tenden Irrfahrt weiter. Da Analoges fiir den Ubergang
vom Zustand 2 in den Zustand 3 gilt, liefert die For-
mel vom totalen Erwartungswert die Identitit

Ez(W):g-(l—l—E](W))—i—;

Mit dem gleichen Argument folgt

I+ E5(W)). 4

E(W) = ;-1+§-(1+E2(W)). )

Setzt man den in (3) stehenden Ausdruck fiir E3(W)
in (4) ein, so entstehen zusammen mit (5) zwei Glei-
chungen mit den Unbekannten E;(W) und E; (W),
woraus sich nach einfacher Rechnung E(W) = 9
und somit nach (3)

E(W) = E3(W) = 10 ©)

ergibt. Der Kéfer benotigt also auf die Dauer im Mit-
tel 10 Schritte, um erstmals in die gegeniiberliegende
Ecke zu gelangen.
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Wir wenden uns nun dem Problem zu, die Wahr-
scheinlichkeit P(W = 3 4 2k), dass der Kifer in ge-
nau 3 4 2k Schritten erstmalig in der gegeniiberlie-
genden Ecke ankommt, zu bestimmen. Dabei wurde
der Fall £ = 0 schon in (1) abgehandelt. Ein Blick
auf den Ubergangsgraphen in Abb. 7 zeigt, dass wir
— damit das Ereignis W = 5 eintritt — entweder ein-
mal die Schleife 3 — 2 — 3 oder einmal die Schlei-
fe 2 — 1 — 2 durchlaufen wird. Die erste Schlei-
fe besitzt die Wahrscheinlichkeit 1/3, die zweite die
Wabhrscheinlichkeit 4/9. Es gilt also

1 4\ 2 14
9 81

P(W:5):<3+9

Im Unterschied hierzu ist die in Lorenzen und
Schmitz  (2020) berechnete Wahrscheinlichkeit,
iiberhaupt (also nicht erstmalig) nach fiinf Schrit-
ten im Zustand O zu sein, gleich 20/81, da dann
auch die Schleife 0 —+ 1 — 0 moglich ist. Damit
das Ereignis W = 7 eintritt, milssen insgesamt zwei
Riickwartsspriinge bei den Zustédnden 2 und 1 erfol-
gen. Diese konnen zweimal im Zustand 2 und zwei-
mal im Zustand 1 sein; es kann aber auch zuerst ein
Riickwirtssprung in 2 und danach einer in 1 erfolgen
und umgekehrt. Insgesamt ergibt sich

P =7) = ((;)12;.;+(g)2).g
- (5)

98
729"

Im allgemeinen Fall W = 3 4- 2k werden insgesamt &
Riickwiértsschritte durchlaufen, von denen ¢ im Zu-
stand 1 und k — ¢ im Zustand 2 starten konnen (¢ €
{0,1,...,k}). Jede konkrete Irrfahrt, die nach 3 + 2k
Schritten erstmalig vom Zustand 3 in den Zustand 0
gelangt und ¢ mal im Zustand 2 und k — ¢ mal im
Zustand 1 ,,zuriicksetzt*, besitzt wegen der Kommu-
tativitiat der Multiplikation die Wahrscheinlichkeit

()65

Daes (lz) Mbglichkeiten gibt, von den insgesamt k
Riickwiértsschritten ¢ im Zustand 2 und k£ — ¢ im Zu-

stand 1 zu beginnen, folgt wegen
14 g
3°9

2066 -

das Resultat

P(W = 342k) = <7>k. 2

k>0.
9 97 -

Die ZufallsgroBe X = (W — 3)/2 hat also eine geo-
metrische Verteilung mit Parameter p = 2/9. Sie be-
schreibt damit die Anzahl der Nieten vor dem ers-
ten Treffer in einer Folge von Bernoulli-Versuchen
mit gleicher Trefferwahrscheinlichkeit p. Dieses auf
den ersten Blick iiberraschende Resultat liefert nicht
nur nachtriglich einen Nachweis der Endlichkeit des
Erwartungswertes von W, sondern wegen E(X) =
1/p—1 (sieche Henze (2018b), S. 187) auch einen
alternativen Nachweis von (6), denn es gilt

W -3 9
E = —1= 7
2 2 2
und damit E(W) =2- ] +3 = 10. Da die Varianz ei-
ner mit dem Parameter p geometrisch verteilten Zu-

fallsgroBe (1 — p)/p? betrigt (Henze (2018b), S.
187), gilt somit

(") ey

Andererseits folgt mit allgemeinen Rechenregeln fiir
die Varianz

V(W2_3> :i-V(W—3):i-V(W),

woraus sich die Varianz von W zu V(W) = 63 ergibt.

Abb. 8 zeigt ein Stabdiagramm der Verteilung von
w.

P(W =k)
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0 3 5 7 9 11131517 19 21k

Abb. 8: Stabdiagramm der Verteilung von W (d = 3)

Kann man begrifflich einsehen, warum (W —3) /2 ei-
ne geometrische Verteilung mit dem Parameter p =
2/9 besitzt? Hierzu nehmen wir noch einmal den
Ubergangsgraphen in Abb. 7 in Augenschein. Da
man gleich nach dem ersten Schritt im Zustand 2 ist
und jedes Mal nach einem eventuellen spéteren Auf-
enthalt in 3 nach einem Schritt sofort wieder in 2 an-
kommt, liegt es nahe, den Zustand 3 einfach weg-
zulassen. Wichtig ist natiirlich, dass man den ers-
ten Schritt von 3 nach 2 mitzéhlt. Vom Zustand 2
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aus gesehen gelangt man mit der Wahrscheinlich-
keit 2/3 - 1/3 in zwei Schritten in den Zielzustand.
Wenn wir also diesen zweischrittigen Ubergang von
2 nach 0 als ,Treffer* deuten, so betrigt die Tref-
ferwahrscheinlichkeit 2/9. Was ist dann das kom-
plementire Ereignis, also die ,,Niete*? Nicht in zwei
Schritten von 2 aus nach 0 zu gelangen bedeutet, ent-
weder zwei vergebliche Schritte zu machen und von
1 aus nach 2 zuriickgeworfen zu werden (was mit der
Wahrscheinlichkeit 2/3 geschieht), oder zwei ver-
gebliche Schritte lang im Zustand 2 zu bleiben (weil
man ja iiber 3 nach 2 zuriickgekommen ist), und das
geschieht mit der Wahrscheinlichkeit 1/3. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass mindestens eines dieser beiden
Ereignisse eintritt, ist aber gleich 1 —2/9 =7/9. Die-
se Uberlegungen miinden in den in Abb. 9 dargestell-
ten reduzierten Ubergangsgraphen.

9

Abb. 9: Reduzierter Ubergangsgraph im Fall d = 3

Subtrahieren wir von der Gesamtanzahl W der noti-
gen Schritte zum Zielpunkt die Mindestanzahl 3, so
resultiert die mit dem Faktor 2 versehene Anzahl der
Nieten (namlich Verbleiben im Zustand 2) vor dem
ersten Treffer bei Bernoulli-Versuchen mit Treffer-
wahrscheinichkeit 2/9, und diese Anzahl der Nieten
besitzt die erhaltene geometrische Verteilung.

4 Der Falld =4

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall d = 4,
wobei mit der erzeugenden Funktion ein michti-
ges Werkzeug ins Spiel kommt. Verlauft die Irrfahrt
auf den Kanten des 4-dimensionalen Wiirfels, so
ist im Vergleich zu Abb. 7 der Ubergangsgraph der
Markov-Kette der Hamming-Distanzen zur ,,Ziel-
Ecke” (1,1,1,1) in Abb. 10 dargestellt.
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Abb. 10: Ubergangsgraph der Markov-Kette
(Hamming-Abstinde zu (1,1,1,1))

Wir bestimmen zunédchst den Erwartungswert von W
mithilfe der Formel (2) vom totalen Erwartungswert.
Bezeichnet E j(W) den Erwartungswert von W, wenn
die Irrfahrt im Zustand j startet (j € {1,2,3,4}), so

gelten analog zu den im vorigen Abschnitt angestell-
ten Uberlegungen

EsW) = 1+E3(W), (7
Es(W) = 1+3E2(W)+iE4(W), ®)
E,(W) = 1+;E1(W)+;E3(W), 9)
EW) = 1+ EW). (10)

Setzt man den Ausdruck fiir E4(W) von Gleichung
(7) in (8) und den von E{(W) in (10) in (9) ein, so
ergeben sich die Beziehungen

+Ex (W),

E>(W)—3.

Hieraus erhalt man E3(W) = 9, und mit (7) folgt

dann

64 1
E(W)=E(W) =", =21, (11)

Wie kann man an die Verteilung von W gelangen?
Offenbar nimmt W nur geradzahlige Werte an, die
mindestens gleich 4 sind, und es gilt

321 3
PW=8=1y 4= x

Damit das Ereignis W = 6 eintritt, muss in genau ei-
nem der Zustdnde 3, 2 oder 1 eine ,,zweischrittige
Riickwirtsschleife” eingelegt werden. Da die Wahr-
scheinlichkeiten dieser Schleifen 1/4 bzw. 3/8 bzw.
3/8 betragen, folgt

1 3\ 3 3
( ) (4+ 8) 32 32

Wegen P(W =4) = P(W = 6) gibt es also im Un-
terschied zu den Fillen d = 2 und d = 3 keinen
Zusammenhang mit einer geometrischen Verteilung
(die man fur die ZufallsgroBe (W —4)/6 hitte ver-
muten kdnnen), da bei der geometrischen Verteilung
die Wahrscheinlichkeiten streng monoton fallen.

Komplexer wird es bereits im Fall W = 8. Hier
miissen genau zwei solcher Riickwértsschleifen ein-
gelegt werden. Das konnen je zwei Schleifen in den
Zustanden 3, 2 und 1 sein, aber auch in der Reihen-
folge wechselseitig bei den Zustinden 3 und 2 sowie
bei den Zustinden 2 und 1. Hinzu kommt noch die
eine Moglichkeit, dass zuerst eine Schleife im Zu-
stand 3 und spiter eine im Zustand 1 eingelegt wird.
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Addiert man die Wahrscheinlichkeiten fiir alle diese
Fille, so folgt

87
1024

Offenbar ist diese Vorgehensweise kaum praktika-
bel, um einen geschlossenen Ausdruck fir P(W =
4+42k),k >0, zu erhalten. Wir werden jetzt ein wirk-
lich schlagkraftiges Mittel vorstellen, mit dessen Hil-
fe sich das tiberraschende Resultat

P(W =4+ 2k) (12)
3 [ (a+vi0\T (a=vi0)
~8V10 8 8 ’

k >0, ergibt.

Zunichst zeigt eine direkte Rechnung, dass diese all-
gemeine Formel fiir die speziellen Fiélle k =0,k =1
und k = 2 die oben hergeleiteten Wahrscheinlichkei-
ten liefert.

Die entscheidende Idee, wie man zu (12) gelangt,
und die auch fiir den Fall d > 5 funktioniert, besteht
darin, die sogenannte erzeugende Funktion von W
zu betrachten. Nach Definition ist diese erzeugende
Funktion die Potenzreihe
G(t) =Y P(W =4+2k)t*",
k=0

und diese konvergiert auf jeden Fall fiir jedes ¢ mit
|tf| < 1. Das Ziel besteht darin, einen geschlosse-
nen Ausdruck fiir G(¢) herzuleiten und diesen in ei-
ne Potenzreihe um O zu entwickeln. Der Koeffizi-
ent vor 2 in dieser Potenzreihe ist dann die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit P(W = 4 + 2k). Fiir ei-
ne Einfiihrung in erzeugende Funktionen siehe z.B.
Henze (2018b), Kapitel 25. Da allgemein der Er-
wartungswert einer Funktion /4(X) einer nichtnega-
tiven ganzzahligen ZufallsgroBe X durch E(h(X)) =

Y i>0h(j)P(X = j) gegeben ist, gilt
G(t)=E("). (13)

Diese Erkenntnis wird fiir das weitere Vorgehen ent-
scheidend sein.

Um (12) herzuleiten, gehen wir wieder einen kleinen,
aber duferst niitzlichen Umweg. In der Abb. 10 sei
fur jedes j € {1,2,3,4} W; die zufillige Anzahl der
Schritte, die der Kéfer benotigt, um erstmalig vom

Zustand j aus in den Zielzustand O zu gelangen. Uns
interessiert zwar nur die Verteilung von W (= Wa),
aber die anderen Zufallsvariablen werden als Hilfs-
grofen nicht minder wichtig sein. Die erzeugende
Funktion von W; nennen wir G;, j = 1,2,3,4. Es gilt
also insbesondere G = G4. Wie jetzt ausgefiihrt wird,
gelten dann ganz analog zu den aus der Formel vom
totalen Erwartungswert resultierenden Gleichungen
(7) — (10) die Beziehungen

Ga(t) = 1tGs(1), (14)

(1) = f<iG2(f)+iG4(f)>a (s)
Got) = z<;63<z>+icl<z>>, (16)
Gl(l) = t<iGz(l)+i>. (17)

Um Gleichung (14) einzusehen, beachte man, dass
W4 und 1+ W3 die gleiche Verteilung und damit auch
die gleiche erzeugende Funktion haben. Wegen der
Darstellung (13) folgt also

Gy(r) =E(") = E(:"") =B (")

und damit (14). Um (15) einzusehen, geniigt ein
Blick auf Abb. 10. Startet man im Zustand 3, so sind
nach einem Schritt mit Wahrscheinlichkeit 3 /4 noch
W, Schritte zu absolvieren, und mit Wahrscheinlich-
keit 1/4 steht man wieder ganz am Anfang und
hat man nach einem vollzogenen Schritt noch W,
Schritte vor sich. Dabei ist W, eine ZufallsgroBe, die
die gleiche Verteilung wie W, besitzt. Schreiben wir
allgemein die Verteilungsgleichheit zweier Zufalls-
grofen Y und Z in der Kurzform Y ~ Z, und mo-
dellieren wir die vom Zustand 3 ausgehende Schritt-
Richtung als ZufallsgroBe Us mit der Binomialvertei-
lung Bin(1,3/4), so liefern obige Uberlegungen die
Verteilungsgleichheit

W ~ Us(1+ W) + (1 —Us)(1+Wy). (18)

Man beachte, dass je nach Realisierung von Uz (1
bzw. 0) auf der rechten Seite nur ein Summand auf-
tritt, und dass die ZufallsgroBen Us, W, und WA{ auf-
grund der stochastischen Unabhingigkeit der einzel-
nen Schritt-Richtungen der Irrfahrt stochastisch un-
abhingig sind. Aus der Verteilungsgleichheit in (18)
sowie U3 + 1 — U; = 1 folgt zunéchst

Gs(t) = E(™)
= (B (WU, (19)

— ]E(tl+U3W2+(17U3)WA{)

Den Erwartungswert in (19) rechnen wir nach der
Formel (2) vom totalen Erwartungswert aus, indem
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wir nach den beiden Ereignissen U3 = 1 und U3 =0
bedingen. Der Erwartungswert in (19) ist also gleich

iE(zW2|U3 =1)+ iE(zWﬂUg =0).

Wegen der stochastischen Unabhingigkeit von W,
und Us bzw. Wé{ und U3 hiangen die beiden beding-
ten Erwartungswerte nicht von der jeweiligen Be-
dingung ab. Wegen G;(t) = E(t"?) und G,(¢) =
E(:"4) folgt dann zusammen mit (19) Gleichung
(15). Vollig analog ergeben sich die Gleichungen
(16) und (17).

Setzt man den Ausdruck fiir G;(z) aus (17) in (16)
sowie den von G4(7) in (14) in (15) ein, so ergibt sich

312 t t?
Gy(t) | 1— = _Gs(t
0 (1-% ) = Se0+,
1? 3t
G3(t) | 1— = G ().
w(1-Y) = e
Hieraus erhilt man mit etwas Rechnung
127 1243

G3(t) = Gs(t)+

(4—12)(8 —3r2)
Multipliziert man diese Gleichung mit ¢ durch, so
folgt unter Beachtung von (14) und G = G4 der ge-
schlossene Ausdruck

B 34
323212+ 314
fiir die erzeugende Funktion von W. Diesen Aus-

druck miissen wir in eine Potenzreihe entwickeln.
Setzen wir x = 2, so fiihrt die Gleichung

G(1) (20)

32— 32x+3x* =0
auf die Losungen

~ 16+4V/10

_16—4V10
37 '

X1 X2 = 3

Hiermit gilt dann

3t 1 1
G(t) = —
®) 8/10 <t2—x1 t2—xz>’

und wegen

1 1S /1)
— Z( > t2k7 |t| < \/xju

2-x; xS\
fir j € {1,2} (geometrische Reihe!) folgt
G(1)

) k+1 k+1
= z 3 <1>+_<1>+ A2k
=0 8v10 \ \x2 X

(4—12)(32—12:2)°

und damit (12).

Da der Konvergenzradius dieser Potenzreihe gleich
der Wurzel aus x, = 1.116... und damit groBer als
eins ist, ist die erzeugende Funktion an der Stelle 1
beliebig oft differenzierbar, und aus (20) ergibt sich
die erste Ableitung mit der Quotientenregel und ein
wenig Rechnung zu

1923 (2 —12)

G ()= .
®) (32 —3212 +314)2
Hiermit folgt
64
EW)=G'(1)=",,

in Ubereinstimmung mit (11). Mit etwas Geduld
(oder einem Computeralgebra-System) ergibt sich
die zweite Ableitung von G zu

G (1) = 192¢2(9¢° +2¢* — 961> + 192)
(32— 3212 + 3t4)3

Hieraus erhilt man wegen V(W) =G"(1)+G'(1) —
(G'(1))? die Varianz von W zu

2944

V(W) =327.111---

Abbildung 11 zeigt ein Stabdiagramm der Verteilung
von W.

PW =k
0.10 ( )

0.05

02 46 8 101214161820222426k

Abb. 11: Stabdiagramm der Verteilung von W
(d=4)

Es fallt auf, dass die Wahrscheinlichkeiten P(W =
4+ 2k) in Abhingigkeit von k wesentlich langsamer
abfallen als die entsprechenden Wahrscheinlichkei-
ten P(W = 34 2k) in Abb. 8 fiir den Fall d = 3 oder
erst recht die in Abb. 5 dargestellten entsprechenden
Wabhrscheinlichkeiten P(W = 2+ 2k) im Fall d = 2.
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5 Hohere Gesichtspunkte und
Verwandtes

Prinzipiell liefern erzeugende Funktionen die Vertei-
lung von W fiir jede Dimension d. So besitzen die
(14)- (17) entsprechenden Gleichungen im Falld =5

die Gestalt
GS (t )> )

Gi(1)

Gy(t) = t<§G1(l‘)+5G3(l‘)>,

Gs(t) = 1Gya(2),

Gy(t) = t<2G3(Z)+

Gi(t) =t <§G2(t) +

W L D N =

G](l) = t<:G2(1)+ ;) .
Dabei ist G; die erzeugende Funktion der Anzahl
von Schritten, bis ausgehend vom Start im Zustand
j (Hamming-Abstand j zum Ziel-Zustand) erstma-
lig der Ziel-Zustand erreicht wird. Dieses linea-
re Gleichungssystem mit den Unbekannten G;(r)
(j=1,2,3,4,5) lasst sich problemlos z.B.mit dem
Computeralgebra-System MAPLE l6sen, und es
folgt ;
24t
G0 = 140t _ 7502 +625
wobei kurz G := Gs gesetzt wurde. Fiir den Erwar-
tungswert von W ergibt sich
, 128 2
EW)=G'(1) = 3 —423
(wie man auch mithilfe der Formel vom totalen Er-
wartungswert bestitigt), und die iiber die 2. Ablei-
tung von G berechnete Varianz von W ist gleich
V(W) = 0% = 1444.44 ... Die Standardabwei-
chung von W ist also etwas kleiner als der Erwar-
tungswert. Setzt man x := ¢2, so sind die Losungen
der quadratischen Gleichung 149x? —750x+ 625 =0
durch

~ 375450V/19 ~ 375-50V19
B 49 7 T 149

gegeben, und die gleiche Vorgehensweise wie im Fall
d = 4 liefert

X1 X2

P(W =5+ 2k)

24 1 k+1 1 k+1
= — , k>0.
100419 (x2> (Jﬁ )

Eine verwandte interessante Fragestellung ist die
Folgende: Wie viele Schritte muss der Kafer gehen,

bis er erstmals jede Ecke besucht hat? Bezeichnen
wir diese Schrittanzahl mit S, so gibt es hinsichtlich
der Verteilung und sogar des Erwartungswertes von
S fast nur offene Probleme. So geben die Heraus-
geber des American Mathematical Monthly (AMM
Editors (1989)) die Erwartungswerte 6 im Fall d =2
und 1326 =21 915 im Fall d = 3 an. Die Verteilung
von S ist schon im Fall d = 3 unbekannt, und im Fall
d > 4 kennt man nicht einmal den Erwartungswert
von S.

Lorenzen und Schmitz (2020) weisen auf den Zu-
sammenhang des Kiferproblems mit dem diskreten
Diffusionsmodell des Physikers Paul Ehrenfest und
der Mathematikerin Tatjana Ehrenfest hin (siehe Eh-
renfest und Ehrenfest (1907)). In diesem Modell be-
finden sich in zwei Behiltern A und B zusammen
d Kugeln. Man wihlt eine der Kugeln rein zufillig
aus und legt sie in den jeweils anderen Behilter, wo-
bei dieser Vorgang in unabhingiger Folge wieder-
holt wird. Im Fall des Kaferproblems sind zu Beginn
alle Kugeln in Behilter A, und der Prozess stoppt,
wenn sich erstmals alle Kugeln im anderen Behilter
befinden. Im Rahmen des Ehrenfestschen Urnenmo-
dells interessiert insbesondere die invariante Vertei-
lung der Anzahl der Kugeln in Behélter A, die durch
die Binomialverteilung Bin(d,1/2) gegeben ist, sie-
he z.B. Georgii (2009), S. 166-167.

6 Schlussbemerkungen

Stochastik lebt von spannenden konkreten Fragen.
Eine davon ist die behandelte Kiferwanderung. Da-
bei konnen die Félle d = 2 und d = 3 sowie die Her-
leitung der Wahrscheinlichkeiten P(W =4), P(W =
6) und P(W = 8) im Fall d = 4 auf Kurstufenniveau
behandelt werden. Als mathematischer Uberbau ist
dabei die erzeugende Funktion von hoher Relevanz.
Das hier vorgestellte Problem kann entweder direkt
im Anschluss an die in Lorenzen und Schmitz (2020)
vorgestellte Fragestellung oder auch unabhéngig da-
von im Unterricht thematisiert werden. Dabei eignet
es sich insbesondere im Kontext der Markov-Ketten,
die in einigen Bundesldndern fester Bestandteil des
Lehrplans sind. Besonders spannend ist hier, dass die
gesuchten Wahrscheinlichkeiten nicht durch das Po-
tenzieren der Ubergangsmatrizen gefunden werden
konnen. Variiert man die in Lorenzen und Schmitz
(2020) vorgestellte Aufgabe also nur geringfiigig, so
kann im gleichen Kontext weiter gedacht und gekno-
belt werden. Damit ist es moglich, auf verschiedenen
Anforderungsniveaus an der gleichen Fragestellung
zu arbeiten.
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